n

Wil a pare TP méthode d’Euler Premiere

f=f
foy=1

On suppose qu'il existe une unique fonction f dérivable sur R telle que {

Cette fonction f s’appelle fonction exponentielle.
Une méthode introduite par Leonhard Euler (1707-1783) permet de déterminer une suite de valeurs appro-
chées de f surl'intervalle [0; 1] et d’approcher la courbe € de la fonction exponentielle par une ligne brisée.

1 Méthode d’Euler avec un pasde 1/10

Approximation de y =e* avec un pas de 0, 1

A partir de xyp = 0, on choisit régulierement des abs-

k 1
cisses x;x = — avec un pas de — jusqu’a xjo = 1. En 254

chaque abscisse x; de la subdivision on va détermi-
ner une valeur approchée y; de f(xi). La ligne bri-
sée reliant les points Ay de coordonnées (x; yi) avec
0 < k < 10 constituera une approximation de €.

On initialise la méthode avec le point exact Ay de coor- 1.5 1
données xp =0 et yp =1.

2.01

1. Itération 1 : On détermine y; a partir de yy. 107
a. Déterminer une équation de la tangente Ty 054
a €y au point Ay.
b. Justifier que f(xp)+0, lf' (xp) estl’ordonnée 0.0

du point d’abscisse x; = xp + 0,1 de Tp. . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

f(xo+h)— f(xo)

h
f(xo+0,1)— f(x0)

0,1

Par définition du nombre dérivé, on a f’(xo) = }lim et donc pour une petite valeur de #,
-0

comme h =0, 1, on peut écrire que f'(xo) ~

Onadonc f(x1) = f(x9+0,1) = f(x0) +0,1f" (x0).
De plus f '(x0) = f(xp) et f(xp) = yp par définition de la fonction exponentielle, donc: f(x;) = (1+0,1) yp.
On choisit donc ’ y1=(1+0,1) yo‘ comme approximation de f(x;) et on approche le point exact de € de

coordonnées (x1; f(x1)) par le point A; (x1; y1) de la tangente & € au point précédent Ay. Lerreur commise
est celle de I'approximation d’'une courbe par une tangente.

2. Itération 2 : On détermine y, a partir de y;.

a. Justifier que si A; (x;; y1) appartenait 2 € r alors une équation de la tangente T} en ce point serait
y=y1(x—x1)+y.
b. Vérifier que le point d’abscisse x, = x; + 0,1 de T» a pour ordonnée y, = (1+0,1) y;.

On choisit ’ Yy2=0+0,1) ‘ comme approximation de f(xz) et on approche le point exact de € de

coordonnées (x,; f(x)) par le point d’abscisse A, (x2; y2) d’'une fausse tangente a 6 en un point ap-
proché A; (x1; y1). On cumule I'erreur de 'approximation d'une courbe par une tangente avec l'erreur
déja commise en approchant f(x;) par y;.

3. Itération k : On détermine yj, a partir de yy
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a. Justifier que si Ag (x; yx) appartenait a %6 alors une équation de la tangente T} en ce point serait
Y = V(X = x) + Y-
b. Vérifier que le point d’abscisse xj.; = x; +0,1 de Ty a pour ordonnée yi.1 = (1+0,1) yk.

On choisit| yx+1 =1 +0,1) ¥k ‘ comme approximation de f(xy;1) en cumulant I’erreur d’approximation
d’une courbe par une tangente avec toutes les erreurs cumulées précédemment.

4. a. Compléter le programme Python ci-dessous pour qu’en sortie de boucle, la variable L contienne
la liste [(x9, ¥0), (x1, 1), --+» (Xk» Vi), - - -» (X10, V10)] des coordonnées des points Ay avec 0 < k < 10.

@ Programme 1

( M)
x =0
y =1
L= [(x, y]
for k in range(10):
X = ...
Vo= ..
L.append ([x,y])

J

b. Implémenter ce programme et comparer la valeur approchée de exp(1) ainsi obtenue avec la valeur
retournée par une calculatrice dont les huit premieres décimales sont exactes.

c. Déterminer un calcul direct de y; la valeur approchée de exp(1).

2 Méthode d’Euler avecun pasde 1/n

/~ Méthode
Soit un entier n > 1, a partir de xy = 0, on choisit régulierement des abscisses x; = — avec un pas de
n
1

— jusqu’a x, = 1. En chaque abscisse x; de la subdivision on va déterminer une valeur approchée yj
n
de f(xp). La ligne brisée reliant les points Ay de coordonnées (xi; yx) avec 0 < k < n constituera une
approximation de €¢. On procede ainsi :

* On initialise la méthode avec le point exact Ay de coordonnées xo =0et =1

e Pour tout entier k compris entre 0 et n — 1 on itere le procédé de construction suivant :

— on considere le point approché Ay (xx; yx) précédemment construit comme un point de Cr
et on trace la tangente T} en ce point;

— on choisit comme point suivant le point Ay (xk+1 ; yk+1) de T} d’abscisse xp.1 = X+ —.
n

1
1. Justifier que pour tout entier kavec0 < k< n—1ona yi4 = (1 + —) Vk-
n

2. Ecrire en Python une fonction euler (n) quiretourne la liste [(xo, Yo), (X1, Y1), ---» (Xi, Vi), -+ +» (Xn, V)]
des coordonnées des points Ay avec 0 < k < n.

3. Utiliser cette fonction avec des valeurs de n variant de 2 a 20 pour calculer des valeurs approchées de
exp(1). Comment évolue la qualité des approximations ?

4. Déterminer un calcul direct en fonction de n de la valeur approchée y;,, de exp(1).
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