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@ Histoire 1

1= Archimede (vers 287—212 avant JC) est un mathématicien, physicien et inventeur de langue grecque

qui vécut a Syracuse en Sicile. Dans La méthode, il démontre que l'aire </ d'un disque est égale
a l'aire 9 d’'un triangle rectangle de hauteur le rayon R et de base la circonférence 27 R. 1l exa-
mine tous les cas possibles (méthode d’exhaustion) et prouve par 'absurde qu’on ne peut avoir ni
o > 9 ,ni o/ <9I .1l sappuie sur un axiome de continuité « En la divisant successivement par 2,
on peut rendre une quantité aussi petite que l'on veut » et encadre |’aire du disque par celles de po-
lygones inscrits et exinscrits avec un nombre croissants de cotés. Il obtient ainsi un encadrement

10 1
de 7w remarquable pour I'’époque 3 + = <m<3+ = Ce principe sera repris bien plus tard pour

approcher les nombres irrationnels par des suites.

Héron d’Alexandrie (vers 170 — 117 avant JC) est un physicien et mathématicien grec, célebre pour
sa formule de I'aire d'un triangle de cOtés a, b et ¢ en fonction de son demi-périmetre p : o =

\/ p(p—a)(p—b)(p —c). Son nom est associé a un algorithme d’approximation de v'2, connu des

Babyloniens 400 ans avant, noté actuellement sous la forme de la suite ro =2 et rj,41 = % (rn < ri)
n
Léonard de Pise, dit Fibonacci (1175 — 1240) est un mathématicien italien auteur du Liber abaci
(1202), un recueil de problemes algébriques, ol il popularisa I'usage des chiffres arabes. Un énoncé
est resté célebre : « Possédant au départ un couple de lapins, combien de couples de lapins obtient-
on en douze mois si chaque couple engendre tous les mois un nouveau couple a compter du second
mois de son existence? », il se modélise avec la suite fy = f1 =1 et fr42 = fr+1 + fr- On démontre

1+v5
que le rapport f;,+1/ f, tend vers le nombre d’Or lorsque 7 tend vers +oo.

1 Suite numérique

\

' 2 e,

Définition 1

Une suite est une fonction définie sur I’ensemble N des entiers naturels.

Si u est le nom de la suite, I'image de n par u se note u(n) (notation fonctionnelle) ou de maniere plus
usuelle u,, (notation indicielle).

Lensemble des termes de la suite se note alors (i) eN-

- P o,

Définition 2

Une suite permet de modéliser I’évolution d’'une grandeur qu’on peut indexer sur des entiers (jours, mois,
années ...), on parle de modele discret.
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Définition 3 Sens de variation

* Une suite (u,) est croissante a partir du rang p si pour tout entier n > pona u, < Upy].
* Une suite (u,) est décroissante a partir du rang p si pour tout entier n > pona uy, > up4;.

e Une suite (u,) est constante a partir du rang p si pour tout entier n > pon a u,+1 = uy.

g Capacité 1 Modéliser une situation par une suite
facon inquiétante.

par la suite (u,) définie par :

{ Ug = 0,5
Up+1 =

n.

f:x—0,85x(1—x) etla droite A d’équation y = x.

0.9
0.8
0.7

0.6 -

0.4 1=
0.3 -
0.2 -

0.1 ES

Dans les calculs, on arrondira les nombres de phoques a I'unité.

On s’intéresse a une population de phoques vivant sur une ile et dont le nombre d’individus diminue de

Au débutdel’an 2000, on comptait 500 phoques. Une étude a permis de modéliser ce nombre de phoques

ol pour tout entier naturel n, u, modélise le nombre de phoques, en milliers, au début de 'année 2000+

1. Calculer, dans ce modele, le nombre de phoques au début de I’année 2001 puis de 'année 2002.

2. On areprésenté sur le graphique ci-dessous la courbe € de la fonction définie sur [0; 1] par

-0.1

rithme suivant :

« Ftape 1: on place g = 0,5 sur I'axe des abscisses;
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Construire les quatre premiers termes de la suite (u,) sur I'axe des abscisses en appliquant I’algo-
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« Etape 2: on construit 'ordonnée u; = f(u) du point de € r d’abscisse ug sur I'axe des ordon-
nées et on le projette sur ’axe des abscisses en prenant I’abscisse du point de la droite A dont
il est 'ordonnée, puis on reprend I'étape 1 avec u;;

a. Calculer des valeurs approchées des dix premiers termes de la suite (u;) avec le mode suite
de sa calculatrice.

b. Reporter les premiers termes dans la capture de feuille de tableur ci-dessous. Quelle formule

faudrait-il saisir en A3 et B3 pour compléter la feuille de calcul?

A B
1 n Uy
2 0 0,5
3 1
4 2
5 3

devient trés grand ?

En donner une interprétation dans le contexte de |’exercice.

2 Suites arithmétiques et géométriques

2.1 Suites arithmétiques

Les preuves des propriétés ont été établies en classe de premiere

4. Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de variation et les valeurs prises par u, lorsque n

' Définition 4

Une suite (u,) est arithmétique s’il existe un réel r tel que :

VneN, uUpi1=u,+r

Le réel r est la raison de la suite.

Propriété 1

Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

VneN, u,=uy+nxr

VpeN,VgeN, up=us+(p-—q)xr

Théoreme 1

Une suite (u,) est arithmétique de raison r si et seulement s’il existe deux réels a et r tels que :

VnelN, u,=a+nr
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Une suite est arithmétique si et seulement si sa représentation graphique dans un repere est constituée de
points alignés.

Propriété 2 Sens de variation

Soit (1) ,en Une suite arithmétique de raison r.

* (Up),en €St strictement croissante si r > 0. * (Up)yen €St constante si r =0.
* (uUy)en €St strictement décroissante si r < 0.
u

r>0 u r<o0 u

=N W OO
—_— W OOy
=N W OO

(e}
N
—_
Do
w
S
\
(e}
—_
[\
w
[ N
\
(e}
—
Do
w
S
A

Propriété 3 Somme des termes consécutifs

Soit (u#;) une suite arithmétique de raison r.

PourtoutneNona:
Ug+ Uy

2
Plus généralement, pour toutp € N, pour toutqg € Ntelqueg > pona:

Upt+ U +-+Up_1+u,=Mnm+1)x

premier terme + dernier terme
2

up+uq

Up+Upp1+-+Ug1+Ug=(g—p+1)x =nombre de termes x

En particulier pour la suite arithmétique telle que pour tout n €N, u, =nona:

B nn+1)
2

142+3+---+n

g Capacité 2 Ftudier une suite arithmétique
Soit (u,,) ,>; une suite arithmétique de raison 4 et telle que us = 30.

1. Calculer u;y.
2. Soitun entier n > 1, exprimer u, en fonction de n.

3. Soit un entier n > 1, exprimer la somme de termes consécutifs s, = u; + up +... + Uy_1 + U, en
fonction de n.

4. Existe-t-il un entier naturel n tel que s, = 1200?
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2.2 Suites géométriques

Les preuves des propriétés ont été établies en classe de premiere

' Définition 5

Une suite (u,) est géométrique s'il existe un réel g tel que :

VneN, upy1=4gxuy

Le réel g est la raison de la suite.

r Propriété 4

Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

VneN, u,=uyxq"

VmeN,VpeN, up=u,xq™?

' 2,2
Propriété 5
Soit (u,) une suite géométrique de raison g # 1.
Pour toutneNona:
n 1= qn+l
Y Up=UgF U+ F Upy + Uy = Ug X ————
k=0 l-q
Plus généralement, Pour toutp € N, pour toutm e Ntelquem > pona:

1-— qm—p+l 1- raisonnombre de termes

m
Z Up=Up+ Upt1+ -+ Up-1 + Uy = Up x ———— = premier terme x
k=p

1-qg 1-raison

En particulier pour la suite géométrique telle que pour tout n€N, u, = g" avecg#lona:

1-— n+1
1+q+q2+---+q”:#

Propriété 6 Sens de variation

Soit (u,) ,en Une suite géométrique de raison g > 0 et de premier terme ug > 0.

1= Si0 < g <1 alors la suite (u,) ey €St strictement décroissante.
1= Si g =1 alors la suite (1), €St constante.

1 Si 1 < g alors la suite (1), €St strictement croissante.
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Un, ]u0>0et1<q\ u, o >0et0<q<1l un]u0>0etq:1\
10 T 10 ¢ 10

9 9+ 9

8 87 8

7 . 7T 7 . . . .

6 6 T 6

5 | 51 e 5

4 41 4

3 3 31 I 3

2 21 2

1 11 t 1

0 1 2 R a 7’1 0 1 2 R A ;1 0 ‘ 1 2 R A ;1

g Capacité 3 Ftudier le sens de variation d’une suite géométrique
Dans chaque cas, u désigne une suite géométrique définie sur N. On donne une expression de son terme
général u,. Déterminer la raison de la suite u et son sens de variation.

1. Pour tout entier n >0, u, = 0,4 x 1,5". 3. Pour tout entier n >0, u, =e' "
. (—e™)3
2. Pour tout entier n >0, u,, =4 x0,5". 4. Pour tout entier n >0, u, = e

g Capacité 4 Ftudier une suite géométrique

Un globe-trotter a comme objectif de parcourir 200 km a pied. Il peut parcourir 40 km en une journée,
mais, la fatigue s’accumulant, la distance qu'’il parcourt diminue de 3 % chaque nouvelle journée.

On note la distance D,, la distance parcourue durant le n-iéme jour.

Le premier jour de son périple, il parcourt donc D; = 40km.

1. Calculer la distance parcourue le deuxiéme jour.

2. Soit n un entier naturel, exprimer D, en fonction de D,. En déduire que la suite (D,,) est géomé-
trique et préciser sa raison.

3. Pour tout entier naturel n > 1, déterminer I’expression de D,, en fonction de n.

4. Déterminer une expression en fonction de n de la distance totale T, parcourue au bout de 7 jours:

T,=D1+Dy+...+ Dy

5. Réaliser un tableau de valeurs de T;, avec le mode suite de sa calculatrice et en déduire le nombre
de jours qu’il qu’il faudra au globe-trotter pour atteindre son objectif.
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3 Suites arithmético-géométriques

> 2 o,

Définition 6

Une suite arithmético-géométrique est une suite définie par la donnée de son premier terme u et de la
relation de récurrence u,+; = au, + b pour tour entier naturel n, ol a et b sont des réels fixés.

(@ Remarque 1

e Si a =0 alors (u,,) est une suite constante.
e Si a=1 alors (u;) est une suite arithmétique de raison b.

e Si b=0alors (u,) est une suite géométrique de raison a.

§ Theme 1 Théme modélisation par une suite arithmético-géométrique (1/2), exo résolu
15p. 37

Un magazine est vendu uniquement par abonnement. On a constaté que :

¢ ilya 1800 nouveaux abonnés chaque année;

e d’'une année sur 'autre, 15 % des abonnés ne se réabonnent pas.

En 2008, il y avait 8 000 abonnés.

1. Justifier si u,, désigne le nombre de milliers d’abonnés en (2008 + n), cette situation peut étre mo-
délisée par la suite arithmético-géométrique (u,) définie par :

up =8 et pour tout entier naturel n, u,+; =0,85u, +1,8.

2. Dans le graphique en Annexe, on a représenté les droites & et A d’équations respectives :

y=0,85x+1,8 et y=x

Construire les quatre premiers termes de la suite (u;) sur I’axe des abscisses en appliquant 1'algo-
rithme suivant :

e Etape 1: on place ug = 8 sur 'axe des abscisses;

e Etape 2 : on construit I'ordonnée u; = 0,851 + 1,8 du point de 2 d’abscisse 1, sur I'axe des
ordonnées et on le projette sur I'axe des abscisses en prenant I’abscisse du point de la droite
A dont il est 'ordonnée, puis on reprend I'étape 1 avec u;

3. Calculer des valeurs approchées des dix premiers termes de la suite (u,) avec le mode suite de sa
calculatrice.

4. Quelles conjectures peut-on faire sur le sens de variation de la suite («,) et les valeurs prises par
u, lorsque n devient treés grand?

En donner une interprétation dans le contexte de I'exercice.
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Propriété 7

que:

c=ac+b

Soit une suite arithmético-géométrique (u,) ,en, de relation de récurrence uy,+1 = au, + b ou a et b sont
des constantes réelles, avec a différent de 1.

1. Il existe une unique constante réelle c vérifiant la relation de récurrence de la suite u c’est-a-dire telle

2. Lasuite auxiliaire v définie pour tout entier naturel n par v, = u, — ¢ est géométrique de raison a.

O
)
o\

monstration
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@ Theéme 2 Theme modélisation par une suite arithmético-géométrique (2/2), exo résolu
15p. 37

On poursuite 'étude du Théme 1 d’une suite ¥ modélisant un nombre d’abonnements, définie par :
up =8 et pour tout entier naturel n, u,+; =0,85u, +1,8.

1. Déterminer la constante c¢ vérifiant la relation de récurrence de la suite u.
2. Soit (v,) la suite définie pour tout entier naturel n, par v, = u, —c.

a. Démontrer que (v,) estune suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
b. En déduire, pour tout entier naturel n, une expression de v,, en fonction de n.

c. Démontrer que pour tout entier naturel n ona u,, =12-4x0,85".

d. Démontrer la conjecture faite dans le Theme 1 sur le sens de variation de la suite u.
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