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i Equations différentielles SpéMaths

Certains exercices sont inspirés du cahier de calcul de Terminale, coordonné par Colas Bardavid
https://colasbd. github. io/cdc-1ycee/.

_ Exercicel Vérifier si une fonction est solution d’'une équation différentielle

Soit f la fonction dérivable sur R telle que pour tout réel x, on a f(x) =5xe™*.

La fonction f est-elle solution de I'équation différentielle y' + y = 5e™*?

Exercice2 Equations différentielles y' = ay avec a constante

1. Déterminer 'ensemble des solutions de chacune des équations différentielles suivantes qui a pour in-
connue une fonction y dérivable sur R.

a. y =3y b. y+6y=0 c. 3y'-2y=0 d. 4y'+5y=6y+8y

2. Dans chaque cas, on donne une équation différentielle d'inconnue une fonction y dérivable sur R. Dé-
terminer I'unique solution f qui vérifie la condition fixée.

L =10y b 12V -8y=2y+3y [y +V3y=0 4 1Y =T8T
“lro=4 “lfo=x Tl fW3)=5 " fo)=1

Exercice 3 FEquation différentielle y' = ay + b avec a et b constantes

1. On considére I'équation différentielle (E;) : y' = y —3 d’inconnue y une fonction dérivable sur R.

a. Déterminer une solution particuliére constante de I'équation (Ej).
b. Déterminer I'ensemble des solutions de I'équation homogene (E;) : y' = y.
c. En déduire '’ensemble des solutions de I’équation (E7).
2. Déterminer I'ensemble des solutions de I"’équation différentielle (E»), d'inconnue y une fonction déri-
vable surR:
(E2) : 14y =2y =13y +6y+10
3. On consideére I'équation différentielle (Es) : 4y’ —5y = 3 d’inconnue y une fonction dérivable sur R.

Déterminer I'unique solution f de (E3) qui vérifie la condition f(3) = —-2.

Exercice4 FEquation avec second membre

1. On considere I’équation différentielle (E;) d'inconnue une fonction y dérivable sur R :

y'=4y
a. Donner I'’ensemble des fonctions g solutions de I'équation différentielle (E;).

b. Déterminer la solution f de I'équation différentielle (E;) qui vérifie f(0) = 5.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions solutions de I’équation différentielle (E») d’'inconnue une fonction
y dérivable sur R :
y =4y +3
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Exercice 5 Equation différentielle y' = ay + h avec h fonction
On considere I'équation différentielle (E): y' + y =e ™.
1. Soit u la fonction définie sur R par u(x) = xe™ .

Vérifier que la fonction u est une solution de I’équation différentielle (E).

2. On considere I'équation différentielle (E'): y'+ y = 0.

Résoudre I'équation différentielle (E') sur R.
3. En déduire toutes les solutions de I'équation différentielle (E) sur R.

4. Déterminer 'unique solution g de I’équation différentielle (E) telle que g(0) = 2.

Exercice 6 Modele de Verhulst, changement d’'inconnue

Dans cet exercice on étudie une épidémie dans une population.

Au début de I'’épidémie on constate que 0,01 % de la population est contaminé.

Pour ¢ appartenant a [0; 30], on note y(t) le pourcentage de personnes touchées par la maladie apres ¢ jours.
On a donc y(0) =0,01.

On admet que la fonction y ainsi définie sur [0; 30] est dérivable, strictement positive et vérifie :

¥ =0,05y(10 - y)

Cette équation traduit un modéle de dynamique de population développé par Pierre-Francois Verhulst vers
1840.

1
1. On considere la fonction z définie sur I'intervalle [0; 30] par z = ;

PO .. 0) = 0,01
Démontrer que la fonction y satisfait aux conditions : y ,( )
y = 0,05y(10—-y)
. . . e .o z(0) = 100
si et seulement si la fonction z satisfait aux conditions ,
z -0,52+0,05

2. a. Résoudre I'équation différentielle linéaire du premier ordre (E) : z’' = —0,5z +0,05.

b. Déterminer une expression de la fonction z qui est la solution de I'’équation (E) vérifiant
z(0) = 100.

c. En déduire une expression de la fonction y.

d. Calculer le pourcentage de la population infectée apres 30 jours.
On donnera la valeur arrondie a I'entier le plus proche.
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