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) Histoire 1

Thomas Malthus (1766 — 1834) propose un modele ou la population suit une évolution exponentielle
(suite géométrique) et la capacité de production plutot une évolution linéaire (suite arithmétique) ce
qui I'ameéne a préconiser une limitation des naissances parce que la croissance exponentielle est plus
rapide que la croissance linéaire.

1 Fonction exponentielle de base a

o Activité 1
Considérons une population de bactéries qui augmente en moyenne de 50% par heure a partir d'un
instant initial. On note p, la population au bout de n heures. Initialement on a py = 3000 bactéries.

1. Justifier que la suite p est géométrique et déterminer sa raison.
2. Soit n un entier naturel, exprimer p, en fonction de n al’aide d'une formule directe.

3. ATl'aide d’un tableur ou d’un logiciel de géométrie dynamique, on peut ajuster le nuage de points
dela suite ( pn) par la courbe d'une fonction f définie sur [0; +oo[. Pour unréel x > 0, f(x) s’obtient
en remplacant n par x dans la formule directe de p,, trouvée a la question précédente.
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On peut alors estimer 'indice de la population de bactéries au bout d'un temps non entier, inac-
cessible par la suite.

a. Compléter le tableau :

Type de modélisation | Antécédent | Image

Suite géométrique Discrete n entier Pn=...

Fonction exponentielle Continue x réel positif | f(x)=...
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b. Alaide de la fonction f, estimer la population de bactéries apres 1,25 heures.

Expressions Graph Table

Exact results Set the dnterval

c. On donne ci-contre un tableau des va-
leurs de f(x) pour x allant de 14,3 a

X y=1.5%x3000
14.3 989 066 2463

14,36 avec un pas de 0,01. Au bout de 14.31 993 @86 . 7142
combien de minutes la population de 14.32 3371215008
L. L 1. 14.33 1801172 696
bactéries dépassera-t-elle le million? 14.34 1005 240.343
14 .35 1089 324 516
14 .36 1@13 425 283
‘ L] .
Définition 1

Soit a un réel strictement positif.

La fonction f qui a tout réel x positif associe a*, est le prolongement a ces valeurs non entiéres positives
de la suite (a") ol n appartient a 'ensemble des entiers positifs.

Cette fonction est appelée fonction exponentielle de base a.

Modélisation Formule directe Représentation graphique
Suite géométrique Discrete a" avec n entier naturel Nuage de points
Fonction exponentielle Continue a*avecx >0 Courbe « sans trous »
/~ Méthode
S FY
! “'hl
Avec la calculatrice pour écrire a* on utilise la touche d’exponentiation ou”

g Capacité 1 Passer d’'une modélisation discrete a une modélisation continue
1. On considere 'indice des prix dans un pays qui va connaitre une inflation de 2% par an a partir du
premier Janvier 2025.

a. Modélisation discrete.
On note p, 'indice des prix apres n années avec n entier naturel. On part de pg = 1 au premier
Janvier 2025.
* Quelle est la nature de la suite p?
* Exprimer p, en fonction de n entier naturel, a I'aide d'une formule directe.
* Calculer une estimation par ce modele de I'indice des prix au premier Janvier 2030.
* Quel est le sens de variation de la suite p? Justifier.
b. Modélisation continue.

On note f(x) I'indice des prix x années apres le premier Janvier 2025 avec x réel positif.

e Déduire de la question précédente une expression de f(x) pour x réel positif.
 Calculer une estimation par ce modele de I'indice des prix au premier juillet 2030.

* Quel est le sens de variation de la fonction f?
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2. On considére I'indice des prix dans un pays qui va connaitre une déflation de 2% par an a partir du
premier Janvier 2025.

a. Modélisation discrete.
Onnote g, 'indice des prix apres n années avec n entier naturel. On partde gp = 1 au premier
Janvier 2025.
* Quelle est la nature de la suite g?
* Exprimer ¢, en fonction de n entier naturel, a I’aide d'une formule directe.
 Calculer une estimation par ce modele de I'indice des prix au premier Janvier 2030.
* Quel est le sens de variation de la suite g ? Justifier.

b. Modélisation continue.

On note g(x) I'indice des prix x années apres le premier Janvier 2025 avec x réel positif.

* Déduire de la question précédente une expression de g(x) pour x réel positif.
 Calculer une estimation par ce modele de I'indice des prix au premier juillet 2030.
* Quel est le sens de variation de la fonction g?

3. Associer a chaque courbe ci-dessous la fonction f ou g.

2 Sens de variation

' e L. 2

Propriété 1

Soit a un réel strictement positif, le sens de variation de la fonction définie sur [0; +oo[ par x — a” est le
méme que celui de la suite géométrique (a”).

1= Si0 < a < 1 alors la fonction x — a* est décroissante sur [0; +ool.
1= Si a =1 alors la fonction x — a* est constante sur [0; +oo[, c’est la fonction x — 1.

1 Si a > 1 alors la fonction x — a” est croissante sur [0; +00].
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| x — a* est décroissante si 0 < a < 1|

A

ol mPFNMNWHAROOIOONO©O

’x — a* est croissante si 1 < a‘

—

ol mnvwhr oo

r Corollaire

Soit a et k deux réels strictement positifs.

La fonction définie sur [0; +oo[ par x — k x a” a le méme sens de variation que la fonction x — a”*.

X

g Capacité 2 Déterminer le sens de variation d’une fonction exponentielle
Compléter le tableau avec croissant, décroissant ou constant.

Fonction

Sens de variation sur [0; +oo]

x— 0,87

x— 2%

x—0,1x1,01"

x— 10° x 0,99*

X 0’ 6x+2

0,6% x (0,6)2

x—0,3% x 4*

g Capacité 3 Utiliser le sens de variation (Sujet Zéro 2025 numéro 3)

Le gérant d'une piscine s’intéresse a la présence de bactéries dans I'eau. Il effectue un prélévement. Ce
prélevement montre que la concentration de bactéries est égale a 1 000 bactéries par millilitre. Le seuil
maximal autorisé est égal a 1 500 bactéries par millilitre. On admet que la concentration de bactéries est
modélisée par la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; +oo[ par: f(f) =1, 1/ ot f(¢) désigne la concen-
tration, en milliers de bactéries par millilitre, et ¢ désigne la durée, en heure, écoulée depuis que le pré-
levement a été effectué. Indiquer si les affirmations sont vraies ou fausses. La justification est obligatoire.

1 Affirmation 1 : La fonction f est croissante sur I'intervalle [0 ; +ool.

11x11=121
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1 Affirmation 2 : La concentration de bactéries deux heures apres le prélevement est inférieure au
seuil maximal autorisé. Aide au calcul :
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3 Propriétés algébriques

3.1 Regles de calcul
Propriété 2
Soit a un réel strictement positif, la fonction définie sur [0; +oo[ par x — a* a les mémes propriétés algé-

briques que les puissances entieres.
Pour tous réels x et y positifs et tout entier naturel 7 :

X Yy _ Xty P x\n _ _nx
w g*xa’=a w L gy = (a") =a
a¥
4 Capacité 4
Soit a un réel strictement positif. Ecrire chaque expression sous la forme a avec k réel positif.
4., 32 2 2,2 11,9
l. a’xa 4. (a*?) 6. (a°) g 2
* 7
a
2. 10 x 405
3,4 2
a> a
124, 2 0,1\6 7. —— 9, —
. X . . .
3. a a 5. (a™) a3 all

3.2 Calcul de la racine n'®™¢

‘ .

Propriété 3

Soit a un réel strictement positif et n un entier strictement positif. .

Il existe un unique réel strictement positif x tel que x” = a, c’est la racine n'*™° de a.

5N l
Laracine n'*™° de a est égale a x = an.
1\n 1
En eﬁ”et(an) =a"n =a.

(@ Exemple 1

Soit a un réel strictement positif.

1 .o < 1 1\2 P : .
1. a? estlaracine 2'°™° de a c’est-a-dire que (m) = a. On en déduit que c’est la racine carrée de a,

1
définie dans les classes inférieures : on a donc az = v/a.

W=

= {a.

1 e . . .
2. a3 estlaracine 3'“™® ou cubique de a. On rencontre parfois la notation a

4 Capacité 5

1. Soit a un réel strictement positif. Ecrire chaque expression sous la forme ak

avec k réel positif.

a. (aé)” b. (va)® . (a¥)*

2. Calculer la valeur exacte de la racine cubique des entiers 27 et 125.

3. Un libraire vend des journaux. Il a constaté qu’en six mois le nombre de journaux vendus a baissé
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de 3%. Supposons que le taux d’évolution mensuelle du nombre de journaux vends ait été constant
pendant six mois. Notons le .

a. Justifier que (1 + n®=0,97.

b. Calculer une valeur approchée de ¢ 4 102 prés. Aide au calcul : 0, 976 ~ 0,9949 a10~* pres.

3.3 Application au calcul du taux moyen

Définition 2

Le taux d’évolution moyen fnoyen d'une quantité qui passe d'une valeur initiale V; a une valeur finale V¢
sur n périodes est le taux qui, s'il était identique sur chaque période, permettrait de passer de V; a V.

/~ Méthode Calcul du taux moyen

1 Etape 1: d’abord on calcule le coefficient multiplicateur global Cglobal = Vf
- i

S|

1 Etape 2 : ensuite on calcule le coefficient multiplicateur moyen Cmoyen = (Cglobal) .

= Etape 3 : ensuite on calcule le taux moyen fmoyen = Cmoyen — 1.

Un exemple sur 4 périodes :

4
x(1+ tmoyen)4 ou X (Cmoyen)

x(1+ tmoyen) x(1+ tmoyen) x(1+ tmoyen) x(1+ tmoyen)
Vi V¢

x Cglobal

g Capacité 6 Calculer un taux moyen

1. Entre le 1* janvier 2012 et le 1*' janvier 2022, le prix d'un appartement est passé de 70500 € a
79534 €. Calculer le taux moyen d’évolution annuel de ce prix exprimé en pourcentage (arrondir au
dixieme).

2. En trois mois le prix d'une voiture a augmenté de 2 %. On cherche le taux moyen mensuel du
prix d’évolution du prix de cette voiture. On note ¢ ce taux. Quelle équation doit-on résoudre pour
déterminer £?

a. 1°=0,02 b. 1+1%=1,02 c. 1+n%°=1,02.
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