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() Histoire 1

Au XVIII*®™ sjecle, I'’Anglais Abraham Moivre et le Francais Pierre Simon de Laplace ont étudié les distri-
butions binomiales qui donnent par exemple la répartition des succes lorsqu’on répéte plusieurs fois de
facon identique une méme expérience aléatoire a deux issues comme un lancer de piece. Par exemple
22

21422
(établie par mesure statistique), le nombre de naissances de garcons est une fonction dont la valeur

dépend du hasard, on parle de variable aléatoire, et dont la loi suit une distribution binomiale de para-
metres 7 et p. Par combinatoire, on peut déterminer les probabilités de tous les nombres de naissances
de garcons possibles entre 0 et 7. On peut en déduire la valeur moyenne et I’écart-type de la variable aléa-
toire comme pour une série statistique. A partir de ces indicateurs, Laplace a pu établir des intervalles
de fluctuation du nombre de naissances de garcons et déterminer si la distribution sur une commune
particuliere était normale. Cette normalité, est attachée au théoréeme de Moivre-Laplace qui établit une
convergence des distributions binomiales (apres changement d’origine et d’échelle) vers la distribution
en cloche d'une variable aléatoire universelle appelée loi normale centrée réduite. Plus généralement,
cette universalité est atteinte lors de la superposition d'un grand nombre de causes aléatoires indépen-
dante ce qui a permis a Gauss de développer une théorie de « I'incertitude de la mesure ».

sur un échantillon de taille 7, si on suppose que la probabilité de naissance d'un garcon est de

1 Transformation affine de variables aléatoires

1.1 Rappels sur les variables aléatoires

Définition 1 Variable aléatoire et loi de probabilité
Soit Q ={ey, ez, ,ep, -, e} 'ensemble fini décrivant I'univers d’'une expérience aléatoire et P une loi de
probabilité sur Q.

A chaque issue on associe un nombre, on définit ainsi une fonction X de Q2 dans R appelée variable aléa-
toire.

On note X(Q) = {x1,X2,**+,X;,**+, Xp} avec n < m I'ensemble de ces nombres appelé ensemble image de
X.

Définir la loi de probabilité de la variable aléatoire X, c’est associer a chaque valeur x; le nombre
pi =P(X = x;) qui est la probabilité de I'événement {X = x;} constitué des issues auxquelles x; est associée.

valeur k X1 | ... | X eee | Xxp
probabilité P(X=k) | p1 | ... | pi | ... | pn

+00
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Définition 2

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur I'univers fini 2 d'une expérience aléatoire muni d’'une loi de
probabilité P.

On note x1, X2, ..., X, les valeurs prises par X avec les probabilités respectives p1, p2, ..., Pn-

On définit trois indicateurs pour caractériser la loi de la variable aléatoire X.

1 ['espérance E de la variable aléatoire X, notée [ (X), est définie par :

n
EX)=P(X=x1)xx1+P(X =x2) x X+ ...+ P(X = x) X X5 = p1X1 + P2Xo+ -+ PpXn = ) PiXi
i=1

- E(X) s'interpréete comme la valeur moyenne prise par X lorsque I'on répete un grand nombre
de fois I'expérience (loi des grands nombres).

- E(X) s’exprime dans la méme unité que les valeurs prises par X.

— Un jeu est équitable lorsque 1'espérance de gain est nulle, il est favorable au joueur si cette
espérance de gain est positive.

1= La variance V de la variable aléatoire X, notée V (X), est définie par :

V(X) = p1 (0 —E(X)*+ p2 (2 —E(X)* + -+ + pp (6 —E(X)* = Y ps (x; —E(X))?
i=1

V (X) mesure la moyenne des carrés des écarts entre les valeurs prises par X et son espérance.
On peut interpréter V (X) comme le carré de la distance euclidienne entre '’ensemble des va-
leurs prises par X et E(X).

V (X) est un nombre positif qui s’exprime dans I'unité au carré des valeurs prises par X.

Un jeu est d’autant plus risqué que sa variance est grande.

V (X) se calcule en pratique avec la formule de Konig :

n n 2
V(X)=) pixi- (Z pixi) =E(X?) - (E(X))*
i=1 i=1

1= L'écart-type o de la variable aléatoire X, noté o (X), est la racine carrée de V (X) :

o X)=vV(X)

- 0 (X) mesure la distance moyenne des valeurs prises par X par rapport a sa valeur moyenne
lorsque I'on répéte un grand nombre de fois I'expérience.

- 0 (X) est un nombre positif qui s’exprime dans I'unité des valeurs prises par X.

— Unjeu est d’autant plus risqué que son écart-type est grand.
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g Capacité 1 Calculer une espérance, une variance, un écart type
1. On considere la variable aléatoire Y dont la loi est donnée ci-dessous :

k 5[ 1]2]10
P(Y=k)|[035|05]...]0,1

a. Détailler les calculs de I'espérance E (Y) de Y, de sa variance V (Y) et de son écart-type o (Y).

b. Retrouver ces résultats avec I’éditeur de listes de la calculatrice.

2. Onlance un dé a 6 faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 et on note X le nombre
porté par la face du dessus.

Déterminer |'espérance, la variance et I’écart-type de la variable aléatoire X.

3. Onlance un dé a n faces équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a n et on note Y le nombre
porté par la face du dessus.

Déterminer ’espérance de la variable aléatoire Y.

1.2 Transformation affine d’'une variable aléatoire

Définition 3

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur I'univers fini Q2 d’'une expérience aléatoire muni d'une loi de

probabilité P.

Pour tous réel a et b, la variable aléatoire aX + b associe a chaque issue w le réel aX(w)+b.

Sion note x; avec 1 < i < nles valeurs prises par X alors variable aléatoire aX + b prend les valeurs ax; + b
et pour tout indice i tel que 1 <i < n,onaP(aX+b=ax;+b)=P(X = x;).

Propriété 1

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur I'univers fini Q d’'une expérience aléatoire muni d'une loi de
probabilité P.

Pourtousréelaetb,ona:

e E(aX+b)=aE(X)+b e V(aX+Db) =a?V(X) s o(aX+b)=|aloX

O
i
(*)Y

monstration
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g Capacité 2 Utiliser la notion d’espérance dans une résolution de probleme

1. Le nombre de spectateurs pour un festival de musique définit une variable aléatoire X d’espérance
12 000 et de variance 1 500. Chaque billet est vendu au tarif de 45 € et le cotit global d’organisation
du festival est de 100 000 €.

Soit B la variable aléatoire associée au bénéfice réalisé par |'organisateur du spectacle.
Déterminer E (B) et o (B).

2. On considere que pour la session 2 020 d'un concours, la note X sur 10 attribuée a un candidat pris
au hasard, aura pour espérance E (X) = 5,4 et pour écart-type o (X) =2

Le responsable du concours veut obtenir une moyenne de 5 avec un écart-type de 1,5. Ainsi, il veut
appliquer une transformation affine a X en lui associant aX + b avec a et b des réels et a > 0.

a. Exprimer E(aX + b) et 0 (aX + b) en fonction de a et b.

b. En déduire le calcul de a et b.

2 Somme de variables aléatoires

2.1 Activités

o Activité 1
| Faire les activités 1 et 2 p.400 du manuel Indice.

2.2 Définition

‘ pd ] .
Définition 4
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un univers fini Q d’expérience aléatoire, qui prennent

respectivement pour valeurs les réels x; tels que 1 < i < n et y; tels que 1 < j < m, avec n et m entiers
naturels.
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 Lavariable aléatoire somme X + Y prend toutes les valeurs possibles x; + y; avec:

1<i<n et 1<j<m

e Pour déterminer la loi de probabilité de X + Y on détermine pour chaque valeur w prise par X+ Y la
somme des P((X =x;) et (Y =y;))telsquex;+yj=wavecl<i<n,1<j<m.

En pratique, on peut utiliser un tableau a double entrée comme dans I’exemple ci-dessous ou les
valeurs de X + Y sont notées en gras :

X Y 1 2 3 Loide X
1 0,08(2) | 0,17(3) | 0,14 (4) 0,39
2 0,25(3) | 0,18(4) | 0,18 (5) 0,61
Loide Y 0,33 0,35 0,32 1

On en déduit la loi de probabilité de la somme X + Y :

k 2 3 4 5
P(X+Y=k)| 0,08 |0,17+0,25=0,42 | 0,18+0,14=0,32 | 0,18

g Capacité 3 Déterminer la loi d’'une somme de variables aléatoires plus simples, capa-
cité 1 p. 403 du manuel indice

Agathe lance deux piéces de monnaie, 'une de 1 € et 'autre de 2 €
X est la variable aléatoire qui vaut 1 si elle obtient Pile avec la piece de 1 € et 0 sinon.
Y estla variable aléatoire qui vaut 2 si elle obtient Pile avec la piece de 2 € et 1 sinon.

1. Représenter cette situation a I'aide d'un Y 1| 2 | Loide X
arbre pondéré. X 5

2. Compléter le tableau ci-contre et en dé- 1
duire la loi de probabilité de X + Y. Loide Y

2.3 Propriétés

- P o 0
Définition 5
1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un univers fini Q2 d’expérience aléatoire, qui prennent

respectivement pour valeurs les réels x; telsque 1 < i < net y; telsque 1 < j < m, avec n et m entiers
naturels.

X et Y sont indépendantes si pour tout couple (x;, y;) de valeurs possibles pour X et Y, ona:
P(X=x)et(Y=y;))=P(X=x;)xP(Y =y;)

2. Des variables aléatoires Xi, X», ..., X;; définies sur une série d’épreuves indépendantes (le résultat
d’une épreuve ne dépend pas des autres), sont mutuellement indépendantes si pour toute liste de
valeurs (x1, X,..., X,) de valeurs possibles pour la liste de variables aléatoires (X1, X»,..., X;),ona:

P((Xi=x1) et (X2=2x2) et ... et (Xp=x,))=P(X1=x1) xP(X2 = x2) x ... x P(X, = Xp)
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/\ Lindépendance deux a deux de variables aléatoires n'entraine pas leur indépendance mutuelle (pour

n > 3) mais dans le cadre du programme de terminale nous ne ferons pas de distinction et utiliserons par-

fois indépendants pour mutuellement indépendants. La justification de 'indépendance de deux variables
aléatoires et de 'indépendance mutuelle de n variables sont hors programme.

Propriété 2 Linéarité de U'espérance et de la variance

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un univers fini Q d’expérience aléatoire, qui prennent
respectivement pour valeurs les réels x; tels que 1 < i < n et y; tels que 1 < j < m, avec n et m entiers
naturels.

1. L'espérance d'une somme de variables aléatoires X + Y est toujours égale a la somme de leurs espé-
rances, que X et Y soient indépendantes ou non:

EX+Y)=EX)+E(Y)

2. Si on a deux variables aléatoires X et Y indépendantes alors la variance de leur somme X + Y est
égale a la somme de leurs variances :

VX+Y)=V(X)+V(Y)

g Capacité 4 Calculer l'espérance et d’une variable aléatoire avec la propriété de linéa-

rité, capacité 2 p. 403 du manuel Indice
1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur univers fini O d’expérience aléatoire.

OnsaitqueE(X) =3 etE(Y) =4.

Déterminer |'espérance des variables aléatoires :

1 1
X+Y, X+Y+1,X-Y, X+ X, §X+EYetaX+(1—a)Yot1aestunréel.

2. Soit S, la variable aléatoire qui représente le nombre de piles obtenus lorsqu’on lance une piece
équilibrée n fois.

a. Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle renvoie une réalisation de S, :

from random import randint

def lancer():
#renvoie 1 pour pile et O pour face (piéce équilibrée)
return randint (0, 1)

def S(n):
compteur = 0
for k in range(n):
compteur = ......

return compteur
- J

b. Déterminer I'espérance de S,,.
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g Capacité 5 Calculer la variance d’une variable aléatoire en Uexprimant comme
somme de variables aléatoires indépendantes
1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un univers fini O d’expérience
aléatoire.

On admet que si X et Y sont indépendantes alors pour tous réels a, b, ¢ et d, les variables aléatoires
aX + b etcY +d sont indépendantes.

Onsaitque V (X) =3 etV (Y) =4.
Déterminer la variance des variables aléatoires :
1 1
X+Y,X+Y+1,X-Y,X+X, §X+EYetaX+(1—a)Yof1aestunréel.

2. Soit S, la variable aléatoire qui représente le nombre de piles obtenus lorsqu’on lance une piece
équilibrée n fois.

Déterminer la variance de S;,.

g Capacité 6 Représenter une variable comme somme de variables aléatoires plus

simples, capacité 3 p. 405 du manuel Indice
Extrait du sujet Polynésie J2 Juin 2024.

Un sac opaque contient huit jetons numérotés de 1 a 8, indiscernables au toucher.

A trois reprises, un joueur pioche un jeton dans ce sac, note son numéro, puis le remet dans le sac.

Dans ce contexte, on appelle « tirage » la liste ordonnée des trois numéros obtenus.

Par exemple, si le joueur pioche le jeton numéro 4, puis le jeton numéro 5, puis le jeton numéro 1, alors
le tirage correspondant est (4; 5; 1).

1. Déterminer le nombre de tirages possibles.

2. a. Déterminer le nombre de tirages sans répétition de numéro.

b. En déduire le nombre de tirages contenant au moins une répétition de numéro.

On note X la variable aléatoire égale au numéro du premier jeton pioché, X, celle égale au numéro du
deuxieme jeton pioché et X3 celle égale au numéro du troisieme jeton pioché.

Puisqu’il s’agit d'un tirage avec remise, les variables aléatoires X, X», et X3 sontindépendantes et suivent
la méme loi de probabilité.

3. Etablir la loi de probabilité de la variable aléatoire X;

4. Déterminer |'espérance de la variable aléatoire X;
On note S = Xj + X» + X3 la variable aléatoire égale a la somme des numéros des trois jetons piochés.

5. Déterminer I'espérance de la variable aléatoire S.

6. Déterminer P(S = 24).
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7. Siunjoueur obtient une somme supérieure ou égale a 22, alors il gagne un lot.

a. Justifier qu’il existe exactement 10 tirages permettant de gagner un lot.

b. En déduire la probabilité de gagner un lot.

3 Echantillon de taille 7 d’'une loi de probabilité

3.1 Définition

I o sas
Définition 6
Soit n un entier naturel non nul.

Un échantillon d’'une loi de probabilité est une liste (Xi, X»,..., X;;) de n variables aléatoires indépen-
dantes et identiques qui suivent toutes cette loi.

3.2 Somme d’un échantillon et application a la loi binomiale

Définition 7
Soit une variable aléatoire X.

Soit n un entier naturel non nul et un échantillon de taille n, (X7, X»,..., X;;) de laloi suivie par X.
La somme de cet échantillon est la variable aléatoire :

Sn:X1+X2+...+Xn

Propriété 3

Soit n un entier naturel non nul et S, 1a somme d’un échantillon de taille 7 de la loi suivie par une variable
aléatoire X.

1. E(Sy) = nE(X).

2. V(§,) =nV(X).

3. 0(S,)=vVnxo(X).

O
)
o\

monstration Au programme
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Propriété 4

Soit n un entier naturel non nul et p un réel entre 0 et 1.
Une variable aléatoire S, qui suit une loi binomiale %8 (n ; p) de parametres n et p, est la somme
Sp=X1+ Xp +...+ X, d'un échantillon de taille » d’'une loi de Bernoulli de parametre p.

1. E(S,) =np.
2. V(Sp)=npd-p).

3. 0(Sp)=+vnpl-p).

,O Démonstration Au programme

On admet qu'une variable aléatoire S, suivant une loi binomiale % (n; p) est la somme de n variables
aléatoires mutuellement indépendantes suivant une méme loi de Bernoulli de parametre p.
Une variable aléatoire X qui suit une loi de Bernoulli de parametre p a:

e pour espérance E(X)=1xp+0x(1—-p)=p;
« pour variance V (X) = E(X?) - (E(X))?=1>x p+0°x (1 - p) - p* = p—p* = p(1 - p)

En appliquant la propriété précédente, il vient: E(S,) = np, V(S,) = np(1-p) etdonc o (S,) = v/ np(1 - p).

g Capacité 7 Espérance d’une loi binomiale
Extrait du sujet Asie J1 juin 2024.

Dans larevue Lancet Public Health, les chercheurs affirment qu’au 11 mai 2020, 5,7 % des adultes francais

avaient déja été infectés par la COVID 19.
Source : https ://lwww.thelancet.com/journals/lanpubl/article/PIIS2468-2667 (21) 00064-5/fulltext
On se servira de cette donnée pour les parties A et B de cet exercice.

1. On préleve un individu dans la population francaise adulte au 11 mai 2020.
On note I I'événement : «1'adulte a déja été infecté par la COVID 19 »
Quelle est la probabilité que cet individu prélevé ait déja été infecté par la COVID 197

2. On préleve un échantillon de 100 personnes de la population supposées choisies de facon indé-
pendante les unes des autres.

On assimile ce prélevement a un tirage avec remise.

On appelle X la variable aléatoire qui compte le nombre de personnes ayant déja été infectées.
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a. Justifiez que X suit une loi binomiale dont on donnera les parametres.
b. Calculer son espérance mathématique. Interpréter ce résultat dans le cadre de 'exercice.

c. Quelle est la probabilité qu’il n’y ait aucune personne infectée dans I’échantillon?
On donnera une valeur approchée a 10™* pres du résultat.

3.3 Moyenne d’un échantillon

Définition 8
Soit une variable aléatoire X.

Soit n un entier naturel non nul et un échantillon de taille n, (X;, Xy, ..., X;;) de laloi suivie par X.
La moyenne de cet échantillon est la variable aléatoire :

Mn:&:X1+X2+...+Xn
n n

' 82,2

Propriété 5

Soit n un entier naturel non nul et M, la moyenne d'un échantillon de taille n de la loi suivie par une
variable aléatoire X.

1. E(M,) =E(X). 2. V(M,) = \/;X)' 3. o (M,)= o (X)

O
i
[*}8

monstration
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r Corollaire

Soit n un entier naturel non nul, p un réel entre 0 et 1 et une variable aléatoire S, qui suit une loi binomiale
% (n; p) de parametres n et p.

1. [E(&):p. 2.\/(ﬁ):p(1_p) 3.0(2):\/’9(1_’9)

n n n n \/n

g Capacité 8 Utiliser la somme et la moyenne d’un échantillon de taille n, capacité 4 p.
405 du manuel Indice

Chaque jour, Erno résout une fois le Rubik’s Cube. X est ’écart, en secondes, entre le temps qu’il réalise
et son meilleur temps. Voici la loi de probabilité de X :

k 0 1 |2 ]|10] 20
P(X=k)|05(025|0,1]|0,1]0,05

1. Déterminer I'espérance et I’écart-type de I’écart quotidien moyen sur une dizaine de jours.

2. Reprendre les calculs précédents mais sur vingt puis trente puis cinquante jours. Que peut-on re-
marquer?

Auteur : Booyabazooka; Licence : Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported
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